Diskrete Mathematik (Mathematik I fiir Informatiker)

1.3. Gebriuchliche Basen der Stellenwertsysteme

1.3.1. Historische und marginalisierte Stellenwertsysteme

In verschiedenen Kulturen und Lebensbereichen haben sich bis in die heutige Zeit

Relikte frither weiter verbreiteter Stellenwertsysteme erhalten. Dazu zéhlen:

J Das Vigesimalsystem ("20er-System"). Das Vigesimalsystem verwendet die
Basis Zwanzig."

. Das Duodezimalsystem ("12er-System"). Das Duodezimalsystem verwendet
die Basis Zwolf. Dieses System liegt dem Rechnen mit Dutzend und Gros
und dem angelsdchsischen MaB3system (z.B. 1 Shilling = 12 Pence) zu Grun-
de. Auch die Stundenzihlung hat ihren Ursprung im Duodezimalsystem .

. Das Sexagesimalsystem ("60er-System"). Das Sexagesimalsystem der
Babylonier ist ein Zahlensystem mit der Basis Sechzig, auf dem auch heute

z.T. noch die Zeitrechnung basiert.

Das Franzdsische verwendet im Bereich der Zahlen zwischen 60
und 100 neben den (klassischen) Stufen septante, octante und
nonante ein Vigesimalsystem. In diesem gilt z.B.

60 solxante (6.0 (mit Punkt zur Trennung der
Ziffern))

61 soixante-et-un (6.1)

69 soixante—-neuf (6.9)

70 solxante—-dix (6.10)

71 solixante—et-onze (6.11)

79 solixante—-dix—neuf (6.19)

Die nédchste Schwelle ist dann quatre-vingts (=80). Die

Zéhlung erfolgt dann weiter im 20er-System

81 quatre-vingt-un (8.1)
90 quatre-vingt-onze (8.11)
99 quatre-vingt-dix-neuf (8.19)
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1.3.2. Moderne Stellenwertsysteme

1.3.2.1. Das Dezimalsystem

Das am weitesten verbreitete Stellenwertsystem ist das Dezimalsystem ("10er-Sy-
stem"). Der Ursprung des dezimalen Stellenwertsystems ist Indien. Dort wurde auch
die Ziffer O erfunden. Der persische Mathematiker AL-CHWARIZMI verwendete die
indischen Ziffern in seinem Buch der Arithmetik bereits im 9. Jahrhundert.” Durch
die Vermittlung arabischer Mathematiker gelangten das dezimale Stellenwertsystem
und die nun arabisch genannten Ziffern im 10. Jahrhundert nach Europa, zunichst
nach Kastilien, Katalonien und Italien.’ Das Stellenwertsystem verdridngte langsam
die im christlichen Europa immer noch gebrduchlichen romischen Ziffern. Zunéchst
wurde es noch ohne die Ziffer 0 eingefiihrt, deren Funktion unverstanden blieb. Erst
im 16. Jahrhundert konnte sich das dezimale Stellenwertsystem endgiiltig durchset-

ZeIl.4

1.3.2.1. Darstellung natiirlicher Zahlen im Dezimalsystem

Das dezimale Stellenwertsystem ist entsprechend 1.1.2.1.2.3.(3) aufgebaut. Das
dezimale Stellenwertsystem verwendet die Basis ist b = 10 und die Nennwerte 0, 1,

2,3,4,5,6,7, 8 und 9. Eine Dezimalzahl Z( ist demnach Zahl, der einer Folge der

Form

0
0 Zig = 2 10" =a-10" +a_-10™ +...+ ag10°

i=n

2 Vgl. Die Ausgabe von Boncompagni, B: Trattati d'aritmetica.
I: Algoritmi de numero Indorum, II: Joannis Hispalensis liber
Algorismi de pratica arismetrice, Roma 1857.

(in Vorbereitung)

Eine herausragende Bedeutung kommt in diesem Zusammenhang dem
Arithmetikbuch des LreonarDO VvON P1saA, genannt FIBONACCI aus dem
Jahre 1206. Vgl. Boncompagni, B.: Il Liber Abaci di Leonardo

Pisano. Badia Fiorentina 73, Roma 1857
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mit 8; € { 0, 1, ... 9 } zugeordnet wird.” Der Zahlenwert ergibt sich in (1) also

durch Summierung der Reihe aller mit ihrem jeweiligen Stellenwert (10er-Potenz)

multiplizierten Ziffernwerte.

1.3.2.2. Darstellung rationaler Zahlen im Dezimalsystem

Beispiel:

. Im Dezimalsystem wird die Zahl EinTausendElf durch [1011],y entspre-
chend (2) durch folgende Reihe dargestellt:

10119 = 1#10°+ 010> + 1+10" + 1+10°

Es 1ldsst sich zeigen, dab =zu Jjeder natirlichen Zahl n eine
Folge von Ziffern existiert, deren =zugeordneter Wert n ist.
Im Allgemeinen gibt es mehrere Folgen dieser Art. Es genligt,
beliebig oft die Ziffer 0 = 0 anzufigen (das heiBt in der
konventionellen Schreibweise (siehe 1.1.3.3.(2)) eine
fiilhrende Null voranzustellen). Werden solche Folgen, die auf
der Ziffer 0 enden (in der {iblichen Schreibweise also Folgen

mit fihrender 0) nicht zugelassen, kann man zeigen, dabl diese
Zuordnung eineindeutig ist (— Satz 1.3.5.1. (S.17)). Zu Jjeder

natiirlichen Zahl n existiert dann genau eine Folge, deren
zugeordneter Wert n ist. Entgegen dieser Vorschrift wird der
Zahl 0 nun nicht die leere Folge, sondern die Folge, die aus
genau einem Folgenglied besteht, ndmlich der Ziffer, der der
Wert 0 zugeordnet wird (iiblicherweise also 0) zugeordnet.

Dadurch ist auch die Zahl 0 darstellbar.
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. Die Dezimalzahl 9321,27, entspricht im Dezimalsystem folgender endli-

chen Potenzreihe:

9321,27,0 = 9+10° + 3+10%+ 2+10" + 1+10° + 2+10" + 7+107

. Die rationale Zahl 2467,56;; wird im Dezimalsystem durch eine endliche

Reihe wie folgt dargestellt:

2467,5610 = 2¢10° + 410> + 6+10" + 7+10° +5+10" + 610>

. Wenn der Nenner q von Z € Q zur Basis b teilerfremde Primfaktoren be-

sitzt, dann bricht die Division nicht ab, sondern liefert eine sich wiederholen-
de Folge von Ziffern. Diese sich wiederholende Folge heiit Periode und
wird insgesamt durch Uberstreichen bezeichnet, z. B. gilt fiir die rationale

Zahl FiinfSechstel:

5/6 =0+10° + 8*10°" + 3#10%+ 3+107+ 3+10™ ....... = 0,830 o

1.3.2.3. Eindeutigkeit der Zahldarstellung

Die Zuordnung von Ziffernfolgen zu rationalen Zahlen ist grundsétzlich nicht ein-

deutig. So bezeichnen die Ziffernfolgen 119, 1,019 und 0,919 im Dezimalsystem die-

selbe rationale Zahl 1. Wihrend die Gleichwertigkeit von

lipy = 12:10°
und

1,0, = 1+10°+ 0%10™"

leicht einzusehen ist, ergibt sich der Wert

00

| = 09,= 2: 9+10”"

=1

erst durch die Bestimmung des Grenzwertes der obenstehenden unendlichen Reihe.
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1.3.3. Das Dualsystem®

Das Dualsystem ("2er-System") ist ein Stellenwertsystem mit der Basis Zwei.” Die
dyadische (2-adische) Zahlendarstellung ist auf Grund ihrer Bedeutung in der Digi-

taltechnik das neben dem dezimalen Stellenwertsystem wichtigste Zahlensystem.

Das Dualsystem wurde erstmals von dem deutschen Mathematiker und Philosophen
GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ zu Beginn des 18. Jahrhunderts in der Abhandlung
Explication de l'Arithmétique Binaire® vollstandig beschrieben. Im Jahre 1854 be-
schrieb der englische Mathematiker GEORGE BOOLE ein zweiwertiges logisches Sy-
stem, das als Boolesche Algebra Verbreitung fand. Sein logisches System bildet eine
mathematische Grundlage der Realisierung von elektrischen Schaltkreisen, die eine
bindre Arithmetik im Dualsystem implementiert. 1938 entwarf der amerikanische
Mathematiker CLAUDE SHANNON erstmals die Realisierung der Booleschen Algebra
und der bindren Arithmetik in elektronischen Relais und Schaltern. SHANNONS Ar-
beit A Symbolic Analysis of Relay and Switching Circuits’ begriindete die Konstruk-
tion digitaler Schaltkreise.

1937 vollendete der amerikanische Wissenschaftler GEORGE STIBITZ seinen relaisge-
stiitzten Rechner Modell K, der die Addition im Dualsystem beherrschte. 1941
konstruierte der deutsche Ingenieur KONRAD ZUSE den ersten programmierbaren Bi-

narrechner: den Z3.

6 lat. dualis "zwei enthaltend".

Die Zahlen in der Digitaltechnik ko&nnen nicht immer eindeutig
einem Zahlensystem zugeordnet werden. So koénnte die Zahl 100
dem hexadezimalen, dem dualen und dem dezimalen Zahlensystem
angehdrig sein. In allen Zahlensystemen hadtte die Zahl 100
eine andere Wertigkeit. Deshalb werden Zahlen in der Digital-
technik mit einem Index versehen. Dezimale Zahlen werden mit
einem kleinen d markiert (z. B. 100d), hexadezimale Zahlen
mit einem kleinen h markiert (z. B. 100h). Duale Zahlen
werden mit einem kleinen b markiert (z. B. 100b).

(in Vorbereitung)

(in Vorbereitung)
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1.3.3.1. Darstellung natiirlicher Zahlen

Eine Dualzahl wird durch die Ziffern O und 1 dargestellt. Die Ziffern werden wie

im gewohnlich verwendeten Dezimalsystem ohne Trennzeichen hintereinander ge-
schrieben, ihr Stellenwert entspricht allerdings der der Stelle zugeordneten Zweier-

potenz und nicht der Zehnerpotenz. Es wird also die hochstwertige Stelle mit dem
Wert a, links und die niederwertigeren Stellen mit den Werten a,,_; bis ag in abstei-

gender Reihenfolge rechts davon notiert.

Das duale Stellenwertsystem ist entsprechend 1.1.2.1.2.3 (3) aufgebaut. In der
2-adischen (dyadischen) Darstellung wird eine natiirliche Zahl N € N durch eine
(endliche) Folge

(3) <an> =a0’ a]’ 612 9 ccey an

von Ziffern a@; € { 0, 1 } dargestellt. Die traditionelle Darstellungskonvention folgt

der des Dezimalsystems, so da} der Folge (3) der folgende von rechts nach links

geordnete Ausdruck zugeordnet ist:

@ a,a,_ 14,2 «ee Ao

Das duale Stellenwertsystem verwendet die Basis b = 2 und die Nennwerte O und 1.

Eine Dualzahl ist demnach eine Zahl, der eine Reihe der Form
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mit a; € { 0, 1 } zugeordnet wird."’ Der Zahlenwert z ergibt sich in (5) also durch

Summierung der Reihe aller mit ihrem jeweiligen Stellenwert (2er-Potenz)

multiplizierten Ziffernwerte.

Beispiele

Die (dyadische) Ziffernfolge [1101] , stellt nicht wie im Dezimalsystem die
Zahl EinTausendEinHundertEins dar, sondern die Zahl Dreizehn. Ihr Wert

ergibt sich im Dualsystem durch

1101, = 1:2° +1:2% + 02"+ 1:2°

= 810 +410 +010 + 1o

Der Wert der Ziffernfolge [1011], ergibt sich im Dualsystem durch

10

In der Fachliteratur zur elektronischen Datenverarbeitung
werden alternativ auch die Symbole I (engl. Low) und H (engl.
High) an Stelle von 0 und 1 verwendet. Die Dualzahl Dreizehn

wird dann wie folgt geschrieben:

HLHH

oder mit L fir 1 auch als

LOLL

Die Klammerung der Resultate gibt in Verbindung mit den Indi-
zes 2 beziehungsweise 10 die Basis des verwendeten Stellen-
wertsystems an. Die mathematische Literatur verzichtet hédufig
auf die eckigen Klammern, gelegentlich findet sich der Index
in runden Klammern. Somit sind verschiedene gleichwertige

Darstellungsformen, z.B. der Zahl Dreizehn. 1im Dualsystem

moéglich:
[1101], oder
1101, oder
1101 ()
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1011, = 1:2° + 02> + 1:2"+ 1:2°

= 810 + 010 +210 +110 =111() [ ]

1.3.3.2. Darstellung rationaler Zahlen'

Die Darstellung von rationalen Zahlen ist analog zu 1.1.2.1.2.6 (5), (6) aufgebaut.

Nach einem trennenden Komma stehen die Stellen a_; bis a_,, , die den gebroche-

nen Anteil der Zahl darstellen: eine rationale Zahl Z € Q wird in der 2-adischen

Darstellung durch eine (endliche) Folge der Form

(6) < an > = a-m’ a-m+] y ooy a—]) aO )a]) aZ;"’) al’l

von Ziffern 3, € { 0, 1 }, mitn € N , mE No dargestellt. Die traditionelle Dar-

stellungskonvention ist allerdings der folgende von rechts nach links geordnete Aus-

druck:

(7) anan_lan_z XX} aO 9 a-] XX a_m

Der Wert der Dualzahl ergibt sich durch Addition dieser Ziffern, welche vorher je-
weils mit ihrem Stellenwert 2’ multipliziert werden: eine rationale Zahl wird im

Dualsystem also dargestellt durch eine Reihe der Form

-m
®) Zp= E a2 =a 2" 4.4+ ap2"+ a2+ 4+ a2

i=n

mit a; € { 0, 1 }. Der Zahlenwert von Z ergibt sich in (8) also durch Summierung

der Reihe aller mit ihrem jeweiligen Stellenwert (2er-Potenz) multiplizierten

Ziffernwerte.

12 (lat. dualis = zwei enthaltend)
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Beispiele

. Die (dyadische) Ziffernfolge 1101,01, stellt nicht wie im Dezimalsystem die
Zahl EinTausendEinHundertEinsKommaNullEins, sondern die Zahl

DreizehnKommaZweiFiinf dar. Thr Wert ergibt sich im Dualsystem durch

1101,01, =12% +1:22 +02'+1:2°+ 02+ 1272
= 810 +410 +010 +110 +010 +0,2510
= 13,25

o Die (dyadische) Ziffernfolge 1,11, stellt nicht wie im Dezimalsystem die

Zahl EinsKommakEinsEins, sondern die Zahl EinsKommaSiebenFiinf dar. Ihr
Wert ergibt sich im Dualsystem durch

1,11, = 120 + 1.2 +1:27
= 1y +0,50 +0,259
= 1,750
u
1.3.3.3. Arithmetische Operationen im Dualsystem

Analog zu den arithmetischen Operationen im Dezimalsystem lassen sich mit Dual-
zahlen die gingigen arithmetischen Grundoperationen Addition, Subtraktion, Multi-

plikation und Division durchfiihren."?

1.3.3.3.1. Addition
Die Addition im Dualsystem soll anhand der Addition der Zahlen A = 0011, und

B =0111, exemplarisch dargestellt werden. Die Binédrziffern von A und B werden

von rechts nach links positionsweise abgearbeitet und in jedem Zwischenschritt eine

Ergebnisziffer sowie einen Ubertrag erzeugt. Zuniachst werden die beiden Bits ay, by

in der Spalte 29 addiert. An der Stelle 2° werden ap= 1 und by = 1 addiert. Das

Tatsdchlich sind die entsprechenden Algorithmen einfacher und

lassen sich effizient mit logischen Schaltungen umsetzen.
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Ergebnis ist die Basis des Dualsystems. Daher wird in der Spalte 2° in der Zeile

Ergebnis eine 0 und in der Spalte 2! in der Zeile Ubertrag eine 1 eingetragen.'

Dann werden Koeffizienten und Ubertrag in der Spalte 2! addiert. An der Stelle 2'
werden die Koeffizienten a; = 1 und b; = 1 und der Ubertrag von 20 (hier 1)
addiert. Das Ergebnis iibersteigt Basis des Dualsystems um 1. Daher wird in der
Zeile Ergebnis der Spalte 2' eine 1 und in der Spalte 2° in der Zeile Ubertrag eine

1 eingetragen.

Dann werden Koeffizienten und Ubertrag in der Spalte 2? addiert. An der Stelle 2
werden die Koeffizienten a, = 0 und b, = 1 und der Ubertrag von 2! (hier 1) ad-
diert. Das Ergebnis ist gleich der Basis des Dualsystems. Daher wird in die Zeile Er-
gebnis der Spalte 2% eine 0 und in der Spalte 2° in der Zeile Ubertrag eine 1 einge-

tragen.

Zuletzt werden Koeffizienten und Ubertrag in der Spalte 2% addiert. An der Stelle 2°
werden die Koeffizienten a3 = 0 und b3 = 0 und der Ubertrag von 2? (hier 1) ad-

diert. Das Ergebnis ist 1. Daher wird in der Spalte 2% eine 1 in der Zeile Ergebnis

eingetragen. Es gibt keinen Ubertrag. Das Verfahren ist in folgender Tabelle zusam-

menfassend dargestellt:

Tab. I: Addition im Dualsystem

14 Da an dieser Position kein Ubertrag verarbeitet werden muB,

kann diese Operation von einem Halbaddierer ausgefiihrt wer-—
den.
e Da an dieser Position zwei Dualziffern und ein Ubertrag ver-

arbeitet werden mub, kann diese Operation nur von einem Voll-

addierer ausgefiihrt werden.
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1.3.3.3.2.  Subtraktion

Die Subtraktion im Dualsystem soll anhand von A = 101, und B = 011, exempla-

risch dargestellt werden. Die Bindrziffern der Dualzahlen werden von rechts nach
links positionsweise abgearbeitet und in jedem Zwischenschritt eine Ergebnisziffer

sowie ein Ubertrag erzeugt.16 Zunichst werden die beiden Bits ag, by in der Spalte
2° subtrahiert. An der Stelle 2° wird by= 1 von ap= 1 subtrahiert. Das Ergebnis

ist 0 und wird in der Zeile 2° in der Spalte Ergebnis eingetragen.

Dann werden die Koeffizienten und der Ubertrag in der Spalte 2! verrechnet. An der
Stelle 2! werden vom Koeffizienten a; = 0 der Koeffizient b; = 1 und der Ubertrag
von 2° (hier 0) subtrahiert. Da die Summe aus by plus Ubertrag groBer als a ist,
wird in der Spalte 2" in der Zeile Ergebnis eine 1 und in der Zeile Ubertrag in der

Spalte 2% ebenfalls eine 1 eingetragen.

Zuletzt werden Koeffizienten und der Ubertrag in der Spalte 2% verrechnet. An der
Stelle 2% werden vom Koeffizienten a3= 1 der Koeffizient b3 = 0 und der Ubertrag

von 2! (hier 1) subtrahiert. Das Ergebnis ist 0 und wird in die entsprechende Zeile

der Spalte 2° eingetragen. Es gibt keinen Ubertrag

Tab. II: Subtraktion im Dualsystem

16 Das Verfahren funktioniert (wie auch im Dezimalsystem) nicht,

wenn der Minuend kleiner ist als der Subtrahend.

© Andreas Harder 2008 11



Diskrete Mathematik (Mathematik II fiir Informatiker)

1.3.3.3.3. Multiplikation

Die Multiplikation im Dualsystem entspricht der Multiplikation im Dezimalsystem.
Sie ist im Dualsystem sogar einfacher, da bloB die beiden Faktoren O und 1 als Zif-
fern, d.h. als Faktoren auftreten. Als Beispiel werden die Dualzahlen 1100 und

1101 multipliziert. Das Verfahren ist in folgender Tabelle schematisch dargestellt:'’

1.3.3.3.4.  Division

(in Vorbereitung)

= Die hier dargestellte Multiplikation entspricht der (dezima-

len) Multiplikation 12 * 13 = 156.
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1.3.4. Das Hexadezimalsystem'®

Fiir Aufbau und Notation des hexadezimalen Systems gelten analoge Uberlegungen

zu 1.1.2.1.2.3 und 1.3.3.1.

1.3.4.1. Darstellung natiirlicher Zahlen

Eine natiirliche Zahl N € N wird in der 76-adischen Darstellung durch eine (endli-

che) Folge
(9) < an > - aO, Cl], a2 9000, an

von Ziffern a; € {0, 1, 2,3, 4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E, F}" dargestellt.

Die traditionelle Darstellungskonvention ist allerdings der folgende von rechts nach

links geordnete Ausdruck:

10 a,a,-;a,-2... Ao

Das hexadezimale Stellenwertsystem verwendet die Basis b = 16 und die Nennwer-
te0,1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B, C, D, E und F. Eine hexadezimale Zahl ist

demnach Zahl, der eine Reihe der Form

0
a1 Zig = z ai*16i = an*16n + an_1*16n'1 +...+ 30*160

1=n

18 griech. hexa- ,sechs-"

e Das Hexadezimalsystem (Sedezimalsystem) mit seinen sechzehn
Ziffern 1ist ein alphanumerisches Mischsystem und seit den
1950er Jahren Standardreprdsentation filir hexadezimale Zahlen.
Dieses Ziffernsystem ist in Programmcodes mehrdeutig: der
Ausdruck ,AB12“ kann die hexadezimale Zahl [AB12],4 oder eine

Variable mit Namen AB12 beschreiben und bendtigt daher grund-

sdtzlich kldrende Prd- oder Suffixe (z. B. Prafix 0x).
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mita;€{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E, F } zugeordnet wird. Der

Zahlenwert Z ergibt sich also in (11) aus der Summierung aller Produkte aus

Ziffernwerten und ihren jeweiligen Stellenwerten.

Beispiele

Die (hexadezimale) Ziffernfolge 1014 stellt nicht wie im Dezimalsystem
die Zahl EinHundertEins dar, sondern die Zahl ZweiHundertSiebenund-

fiinfzig. Ihr Wert ergibt sich im Hexadezimalsystem durch

1:16° + 0:16" + 1-16°
= 25610 +010 +110
= 2571()

10146

Die (hexadezimale) Ziffernfolge 10114 stellt nicht wie im Dezimalsystem
die Zahl EinTausendElf dar, sondern die Zahl FiinfTausendDreizehn. Thr

Wert ergibt sich im Hexadezimalsystem durch

1011;6= 1:16° +0<16° +1:16" +1:16°
= 40961() + 1*1610 + 110
= 501310

Die (hexadezimale) Ziffernfolge AFFE ¢ wird wie folgt in das Dezimalsy-

stem umgerechnet:

AFFE = A<16° +F:16° +F16'  +E:-16’
= 10,0°16° + 15,16 + 15,16 + 14,5:16°
= 40960,y +3840,, +240,0  + 14
= 45054
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1.3.4.2. Darstellung von rationalen oder reellen Zahlen

Zur Darstellung von rationalen Zahlen folgen entsprechend 1.1.2.1.2.6.(5), (6) nach

einem trennenden Komma die Stellen d_; bis d_,,, die den gebrochenen Anteil der

Zahl darstellen. Eine rationale Zahl Z € Q wird in der /6-adischen Darstellung

durch eine (endliche) Folge

<Ap > = Ay Qopsly eoey A1y Aoy A1y A2 geeey Uy

von Zifferma; € {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, A,B,C,D,E, F}mitn € N,

m e No dargestellt. Die traditionelle Darstellungskonvention ist allerdings der fol-

gende von rechts nach links geordnete Ausdruck:

anan_]an_z oooaO 9 a-] XX a_m

Der Wert der Hexadezimalzahl z ergibt sich durch Addition dieser Ziffern, welche

vorher jeweils mit ihrem Stellenwert 16’ multipliziert werden. Eine rationale Zahl in

hexadezimaler Darstellung ist demnach Zahl, der eine Reihe der Form

mita; € {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,E,F}mitne N, me Ny

zugeordnet wird. Der Zahlenwert ergibt sich also in (12) aus der Summierung aller

Produkte aus Ziffernwerten und ihren jeweiligen Stellenwerten.
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Beispiele

o Die hexadezimale Ziffernfolge 101,01¢ stellt nicht wie im Dezimalsystem die
Zahl EinHundertEinsKommaNullEins, sondern die Zahl ZweiHundertSieben-
undfiinfzigKommaNullNullDreiNeunNullSechsZweiFiinf dar. Thr Wert ergibt

sich im Hexadezimalsystem durch

101,01, = 1:16* + 016"+ 1:16° + 0:16" + 1162
= 256, +0;0 +1;0 +0;0 +0,00390625,
257, 00390625,

° Die (hexadezimale) Ziffernfolge 1,114 stellt nicht wie im Dezimalsystem

die Zahl FEinsKommaFEinsEins, sondern die Zahl EinsKommaNull-
SechsSechsVierNullSechsZweiFiinf dar. Ihr Wert ergibt sich im Hexadezi-

malsystem durch

1,114 = 116" + 116 +1:16™
= 1,0 +0,0025,, + 0,00390625;,
= 1,06640625,, n
1.3.4.3. Arithmetische Operationen im Hexadezimalsystem

(in Vorbereitung)
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1.3.5. Zahlbasiswechsel

Neben dem Dezimalsystem werden in der Theorie und in der Praxis noch Stellen-
wertsysteme mit anderen Basen verwendet. So werden Zahlen in der Informations-
technik im Dualsystem dargestellt, da dieses sich vorzugsweise zur internen Verar-
beitung durch elektronische Schaltungen eignet. Bei der Ausgestaltung des Benut-
zerdialogs dagegen zieht man ein System vor, das fiir den Nutzer leichter lesbar ist,
da sich durch die kleine Basis der Nachteil ergibt, dal Dualzahlen im Verhiltnis zu
Dezimalzahlen relativ lang und leicht uniiberschaubar werden. Dieses Motiv hat zur
Verbreitung auch des Hexadezimalsystems beigetragen. Da dessen Basis eine
Potenz von 2 ist, ist es - wie in 1.3.5.3. gezeigt wird - besonders einfach, Dualzahlen
in Hexadezimalzahlen umzurechnen. Dazu werden je vier Stellen der Dualzahl
durch eine Hexadezimalstelle ersetzt. Dies verringert die Linge der dargestellten
Zahlen um den Faktor vier. So ergibt sich die Notwendigkeit, fiir die Darstellung
einer Zahl von einem b-adischen Zahlensystem, dem Quellsystem, in ein anderes
b-adisches Zahlensystem, das Zielsystem, zu wechseln. Dieser Vorgang wird als

Zahlbasiswechsel bezeichnet.

1.3.5.1. Satz

Die b-adische Darstellung der Form 1.1.2.1.2.3.(3) einer natiirlichen Zahl n € N

tiber der Menge (dem Ziffervorrat) Sp = {0, ..., b-1} ist eindeutig.20

1.3.5.2. Folgerung

Seialson € N mit a; € Sy iiber S; = {0, ..., r-1} eindeutig durch

k

(13) n=12 = 2: a1

i=0

dargestellt und ebenfalls mit b; € Sqtiber Sq = {0, ..., g-1} eindeutig durch

20 Vgl. Bundschuh, Peter: Einflthrung in die Zahlentheorie, Ber-—

lin 1992, S. 200 ff. Vgl. auch 1.1.2.1.2.3.Anml7.
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m
(14) n=72, = Z b+ q

=0

dargestellt, dann I4Bt sich zeigen, daB (13) und (14) gleichwertig sind*', d.h. es exi-

stieren k, m € N, so daB gilt:

(15) Z,=2Z4
k m
<> E a; » r'= b i qj
i=0 i=0
1.3.5.3. Umrechnung vom Dual- ins Hexadezimalsystem

Die Gleichung (15) 148t sich exemplarisch besonders leicht anhand der Konvertie-
rung von hexadezimalen Zahlen und dualen Zahlen zeigen, da 4 Stellen einer bini-

ren Zahl einer Stelle einer hexadezimalen Zahl entsprechen.

Der Dezimalzahl 227, entspricht die Dualzahl
Za;+2 miti=0,1,..,7

und mit
ag=1,a;=1,a=0,a3=0,a,=0,a5=1,as=1,a;,=1.

Dann existiert auch eine hexadezimale Darstellung von 2279 der Form

Z b; 16’ mit j=0,1

mit

2 Vgl. Bundschuh, Peter: op.cit., Berlin 1992, S. 200-201
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bo= X a; 2" miti=0, 1,2, 3

b= X a; 2" ii=4,567.

Hier gilt insbesondere

by = 21()*2O+al*21+az*22 +a3*23
= 1+1 +1+2 +0+4 +0+3
=3

by = a;= 2" 1a5+2

= 0+2° +1:2" 4127 412

5 mod 4 6 mod 4 7 mod 4

+ag*2 +a;%2

— 01 £1:2 414 +1:8
= 14y
= Ei6

Die der Dualzahl [11100011], entsprechende hexadezimale Zahl ist also [E3]¢. Es

gilt also

[E3]16= 14%16' +3%16" = 227,
Also gilt mit den oben berechneten Koeffizienten a;, bjanalog zu (15) die Gleichung
a5y Za; 2" =2b; <16’

erfiillen. Dies war zu zeigen.
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1.3.5.4. Umrechnen vom Dualsystem ins Dezimalsystem

Die Umrechnung von Dualzahlen in Dezimalzahlen ist von besonderer Bedeutung

und bietet keine besonderen Schwierigkeiten. Dies zeigt folgendes

Beispiel

Um eine Dualzahl in die entsprechende Dezimalzahl umzurechnen, werden alle Zif-
fern jeweils mit ithrem Stellenwert (entsprechende Zweierpotenz) multipliziert und

dann addiert.

1010, = 1:2° + 02>+ 1:2' + 0:2°
= 810 + 010 +210 + 059

= 1010 |

1.3.5.5. Umrechung von Dezimalzahlen in Dualzahlen

Es gibt mehrere Moglichkeiten der Umrechnung von Dezimalzahlen in Dualzahlen,
u.a. die auch Modulo-Methode genannte Divisionsmethode und das im Folgenden
als Subtraktionsmethode bezeichnete Verfahren der sukzessiven Subtraktion von

2er-Potenzen.

1.3.5.5.1. Divisionsmethode

Im Folgenden wird die Divisionsmethode am Beispiel von z = 41 ;¢ beschrieben.
Zur Umrechnung von Dezimalzahlen in Dualzahlen bedient man sich einer Tabelle.
Bei der Umwandlung wird die Dezimalzahl sukzessive durch 2 dividiert. Der Rest
der Division ergibt die entsprechende Dualziffer. Ergibt die Division den Rest 1, so
wird eine 1 in die Spalte 'Rest' gesetzt. Andernfalls kommt in die Spalte Rest' der

Eintrag 0.
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Dividend |/Divisor Faktor |Rest

20 2 = 10 0
10 2 = 5 0
2 2 = 1 0

vV vV v v

Die 41 entsprechende Dualzahl ergibt sich durch Notation der errechneten Reste

von oben nach unten zu: 101001, Eine weitere Variante, Dezimalzahlen in
Dualzahlen umzurechnen, basiert auf der sukzessiven Subtraktion aller 2er-

Potenzen.

1.5.3.5.2. Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen durch

Subtraktion von 2er-Potenzen

Zur Umwandlung von Dezimalzahlen in Dualzahlen bedient man sich ebenfalls ei-
ner Tabelle. Dabei wird die jeweils hochstmogliche 2er-Potenz vom verleibenden
Dezimalwert subtrahiert. Die erfolgreiche Subtraktion einer 2er-Potenz fiihrt zum
Eintrag einer 1 in die entsprechende Spalte. Ansonsten erhilt die Spalte an der ent-

sprechenden Position den Wert 0.
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1.5.3.5.2.1. Algorithmus

Der Algorithmus, der die Dualziffern von links nach rechts nach der Subtraktions-

methode liefert, 1a6t sich durch folgendes FluBdiagramm darstellen.

—

<
<

J

m—
*
—

—
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Beispiel

Umrechnung der Dezimalzahl 915y in eine Dualzahl nach der Subtraktionsmetho-
de:

915

403

147

[S—
=)

—
\O

—
O

VVyVYyVYVYYVYVYYvVYyYy

Die 915, entsprechende Dualzahl ergibt sich durch Notation der errechneten Koef-

fizienten von unten nach oben zu: 1110010011,.
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